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Mathematische muziektheorie:
Nieuwe mogelijkheden voor muziekgerelateerd
onderzoek

ALINE HONINGH EN ANJA VOLK

Mathematische muziektheorie is een vakgebied
in opkomst. Muziek en wiskunde hebben een
oeroude relatie (denk bijvoorbeeld aan Pytha-
goras, Kepler, Descartes en Euler), en ook nu
blijken er steeds meer elementen binnen de
huidige muziektheorie te profiteren van een
wiskundige aanpak. In dit artikel beschrijven
we een aantal voorbeelden van theoretisch,
cognitief en computationeel onderzoek rond
muziek waarbij een heel scala wiskundige tech-
nieken is gebruikt. Verder zullen we aandacht
besteden aan de uitdagingen en problemen die
er in dit vakgebied zijn, en kijken naar compu-
tationele modellen en toepassingen.

1 Inleiding

De meeste mensen denken bij de combinatie
van muziek en wiskunde aan de door Pythago-
ras ontdekte getalsverhoudingen van interval-
len zoals de kwint (3/2) en het octaaf (2/1) en
aan de stemmingsproblematiek die daarmee
gepaard gaat (Van de Craats 1989; Benson
2006). Er zijn echter veel meer verbanden tus-
sen muziek en wiskunde. De relatie tussen mu-
ziek en wiskunde loopt van concertzalen (Bar-
ron 2008) en perceptie van geluid (Jeans 1968),
tot muziekanalyse (Forte 1973; Lewin 1987),
compositie (Norden 1964; Adams 1996; Kra-
mer 1973) en muziekcognitie (zie paragraaf 5).
Hoewel wiskunde ook wordt gebruikt in on-
derzoek naar geluid en akoestiek (Tramo &
al. 2001; Smoorenburg 1970; Plomp & Levelt
1965), zullen we ons in dit artikel concentreren
op wiskunde in verband met muziektheorie en
muziekcognitie, gebieden die vaak gebaseerd
zijn op de symbolische notatie van muziek.
Dit vakgebied wordt soms aangeduid als ma-
thematische muziektheorie. Twee jaar geleden
zijn een tijdschrift (Journal of Mathematics and

Music) en een organisatie (Society for Mathe-
matics and Computation in Music) opgericht
speciaal voor onderzoekers en musici die zich
begeven in het interdisciplinaire vakgebied tus-
sen muziek, wiskunde en informatica.

Deze bijdrage is als volgt opgebouwd. Al-
lereerst zullen we kijken naar relaties tussen
muziek en wiskunde en twee voorbeelden uit-
lichten van wiskundige modellen binnen de
muziektheorie. Aan de hand van deze voor-
beelden kan een indruk worden verkregen van
wat er mogelijk is, en hoe wiskunde gebruikt
kan worden om aspecten binnen de muziek in
kaart te brengen. In paragraaf 3 wordt inge-
gaan op de functe die wiskunde kan vervullen
bij het formuleren van theorieén. Er worden
twee typen modellen beschreven die typerend
zijn voor de traditionele muziektheorie en er
wordt beschreven hoe deze samenhangen met
mathematische muziektheorie. In paragraaf 4
wordt aandacht besteed aan mogelijke proble-
men en uitdagingen die bij een nieuw vakge-
bied als mathematische muziektheorie een rol
spelen. Ten slotte bekijken we in paragraaf 5
een aantal computationele toepassingen van
wiskundige modellen.

2 Relaties tussen muziek en wiskunde
Hieronder volgen twee voorbeelden van mu-
ziekgerelateerd onderzoek die elk gebruik ma-
ken van een ander soort wiskunde. Het CQT
model in paragraaf 2.1 maakt gebruik van to-
pologie en heeft als doel structurele elementen
van muziek te beschrijven. De pitch-class-set-
theorie in paragraaf 2.2 maakt gebruik van
discrete wiskunde en heeft als doel muziek te
analyseren. De modellen behoren hierdoor ie-
der tot een ander soort muziekmodel, iets waar
we in paragraaf 3 verder op in zullen gaan.

De auteurs willen Frans Wiering, Remco Veltkamp, Peter van Kranenburg en Hylke de Vries bedanken voor

verhelderende discussies en suggesties.
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2.1 CQT-Ruimte

Een zogenaamde stemvoeringsruimte of CQT-
ruimte is beschreven met een geometrisch mo-
del door Clifton Callender, Ian Quinn en Dmi-
tri Tymoczko (vandaar CQT; Callender & al.
2008). Deze CQT-ruimte heeft een aantal equi-
valentieklassen als basis, die worden aangeduid
met de letters OPTIC: Octaafequivalentie, Per-
mutatie- of herordeningsequivalentie, Trans-
positie-equivalentie, Inversie-equivalentie, en
Cardinaliteitsequivalentie (het verwaarlozen
van herhalingen). De auteurs menen dat deze
OPTIC-equivalentieklassen cruciale elementen
vormen binnen de Westerse muziek, tenminste
al sinds de zeventiende eeuw. Een aantal mu-
zikale structuren kunnen worden beschreven
met een combinatie van een of meer OPTIC-
klassen. Zo kunnen melodieén beschreven wor-
den door T: een getransponeerde melodie is
nog steeds dezelfde melodie. Akkoorden kun-
nen beschreven worden door OPC: we kun-
nen spreken van een C-groot akkoord zonder
dat het ons uitmaakt om welke C het precies
gaat (octaafequivalentie), de noten kunnen
onderling verwisseld worden zonder dat het
akkoord verandert (permutatie-equivalentie),
en het aantal C’s of G’s in het akkoord maakt
niet uit voor de akkoordnaam (cardinaliteits-
equivalentie). Pitch-class-sets, zoals beschreven
in de volgende paragraaf, voldoen aan OPTIC:
alle beschreven equivalentieklassen' zijn hier
van toepassing. Er kunnen equivalentierelaties
van alle mogelijke combinaties van de OPTIC
klassen gevormd worden, wat resulteert in 2° =
32 mogelijkheden.?

Het geometrische CQT-model kan men zich als
volgt voorstellen. Noten worden gerepresenteerd
door de logaritmen van hun grondfrequentie
en corresponderen dan met reéle getallen.’ Een
reeks van #n noten kan op deze manier voorge-

steld worden door een punt in een n-dimensi-
onale ruimte. De vier OPTI-equivalentieklassen
creéren zogenaamde quotiéntruimtes door pun-
ten in de betreffende n-dimensionale ruimte te
identificeren (ofwel, ‘aan elkaar te plakken’), en
daarmee het aantal dimensies van de ruimte te
reduceren. Octaafequivalentie identificeert bij-
voorbeeld de pitch-classes n en 1 + 12.

Figuur 1 is een representatie van de CQT-ruimte
in drie dimensies. De punten (bolletjes) in de
ruimte stellen sets met noten voor. Punten die
dicht bij elkaar liggen in de ruimte ‘lijken” op
elkaar. Bijvoorbeeld, het punt dat een C-groot
akkoord voorstelt ligt dicht bij het punt dat een
C-klein akkoord voorstelt. En een C-groot ak-
koord in reine stemming ligt heel dicht bij een
C-groot akkoord in een andere stemming (bij-
voorbeeld de gelijkzwevende stemming).* Ook
punten (sets van noten) die op elkaar lijken
omdat ze een toonladdertranspositie van elkaar
zijn, liggen dicht bij elkaar in deze ruimte. Toon-
laddertransposities zijn transposities langs een
toonladder, waarbij niet bij alle punten hetzelfde
interval wordt opgeteld zoals bij gewone (exac-
te) transposities, maar waarbij een melodie een
of meer stapjes kan worden opgeschoven in de
toonladder. Fragmenten zoals C-D-E en D-E-
F zijn voorbeelden van toonladdertransposities.
Over beide voorbeelden, de verschillende stem-
mingen en de toonladdertransposities, zou men
dus kunnen zeggen dat hoe dichter de punten bij
elkaar liggen, hoe meer ze op elkaar lijken. De
CQT-ruimte is de eerste gepubliceerde beschrij-
ving van een ruimte die dit verschijnsel model-
leert.

De nieuwe CQT-ruimte geeft veel mogelijkheden
om muziekfragmenten geometrisch te modelle-
ren hetgeen van pas kan komen bij de analyse
van muziek. Een stemvoering is een overgang
van een akkoord naar een ander akkoord. In de

1 Een equivalentieklasse bevat objecten die volgens een bepaalde afbeelding equivalent zijn. Bijvoorbeeld, alle

C’s in verschillende octaven vormen een equivalentieklasse volgens octaaftranspositie.

2 ledere klasse kan wel of niet meedoen, dat zijn 2 mogelijkheden. In totaal zijn er 5 verschillende

equivalentieklassen. Dit resulteert in 25 = 32 mogelijke combinaties.

3 Dit wordt zo gedaan omdat de perceptie van toonhoogte logaritmisch werkt. Dit betekent bijvoorbeeld dat

tussen twee tonen van 220 Hz en 440 Hz dezelfde afstand wordt waargenomen als tussen twee tonen van

440 Hz en 880 Hz.

4 In Figuur 1 representeren de noten sets (bolletjes) slechts een punt, bijvoorbeeld de set in gelijkzwevende

stemming. Echter, de ruimte R" is een continue ruimte waarin dezelfde set in een andere stemming (hoewel

niet weergegeven in de figuur) vlakbij de set in gelijkzwevende stemming ligt. Voor meer informatie, zie

Callender et al. 2008.
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Figuur 1
CQT-Ruimte uit Callender & al. (2008) in drie dimensies. leder bolletje stelt een set noten voor
die aangegeven worden door de getallen op het bolletje. Gereproduceerd met toestemming van
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de American Association for the Advancement of Science.

CQT-ruimte wordt deze overgang gerepresen-
teerd door een verbindingslijn van het ene punt
(dat een representatie is van akkoord 1) naar
het andere punt (dat een representatie is van
akkoord 2). De ‘omvang’ van een stemvoering
hangt af van de beweging in de verschillende
stemmen tussen de akkoorden. Het vinden van
de kleinste afstand tussen twee punten in de
CQT-ruimte correspondeert met de hypothese
dat componisten proberen deze omvang zo klein
mogelijk te maken.

2.2 Pitch-class-set-theorie

Een bekend voorbeeld van een analytisch sys-
teem dat gebaseerd is op een wiskundige aan-
pak is de pitch-class-set-theorie, geintrodu-
ceerd door Allen Forte in 1973. Door zijn ma-
thematische karakter is deze theorie geschikt
om te gebruiken voor computationele doelein-
den, zodat het mogelijk is analytische routines
op grote schaal uit te voeren. Aan het eind van
deze paragraaf zullen we het computationele
model van Szeto & Wong (2006) beschrijven.

Een pitch-class is een getal tussen 0 en 11 en
vormt daarmee een abstractie van een muziek-
noot. Een pitch-class representeert een noot
onder octaafequivalentie en enharmonische
equivalentie. De twaalf pitch-classes vormen
de halve toonsafstanden uit een octaaf: de
chromatische toonladder. Een pitch-class-set
is een groepje pitch-classes waarin geen her-
halingen mogen voorkomen. De toonreeks C,
Db, G, C, A, G wordt bijvoorbeeld gerepresen-
teerd (als de keuze C = 0 wordt gemaakt) door
de pitch-class-set {0, 1, 7, 9}. De set houdt dus
geen rekening met volgorde of herhalingen. Zo
representeert deze set {0, 1, 7, 9} alle akkoorden
en melodieén die gemaakt kunnen worden met
deze vier pitch-classes (inclusief herhalingen).

Forte beschrijft in zijn pitch-class-set-theorie
verscheidene operaties op een pitch-class-set.
Een voorbeeld is transpositie: een getal kan
worden opgeteld bij alle elementen in de set.
De set {0, 1, 4} kan bijvoorbeeld getranspo-
neerd worden over een grote terts, een afstand
die overeen komt met 4 eenheden in de pitch-
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class-representatie, en resulteert dan in de set
{4, 5, 8}. De muzikale betekenis van deze opera-
tie is direct duidelijk. Een akkoord of melodie
kan getransponeerd worden over een bepaalde
afstand maar het resultaat is nog steeds herken-
baar als hetzelfde akkoord of dezelfde melodie.
Transpositie is een bekende operatie en wordt
in zowel tonale als atonale muziek gebruikt.
Opgemerkt dient te worden dat de permutatie-
equivalentie en het feit dat in de pitch-class-set
de herhalingen zijn weggelaten het wel iets las-
tiger maken om een getransponeerde melodie
inderdaad te herkennen, maar voor bijvoor-
beeld akkoorden levert dit nauwelijks proble-
men op.

Naast transpositie zijn ook andere operaties mo-
gelijk zoals inversie (elke pitch-class wordt afge-
trokken van een bepaald getal en op het resul-
taat wordt de operatie modulo 12 toegepast) en
multiplicatie (elke pitch-class wordt vermenig-
vuldigd met een getal en op het resultaat wordt
de operatie modulo 12 toegepast). Er is discus-
sie mogelijk of deze operaties voor de luisteraar
herkenbaar zijn in de muziek, en ook of deze
operaties de werkwijze van de componist weer-
geven. Onderzoek hiernaar geeft tegenstrijdige
antwoorden (Stammers 1994, Samplaski 2004).
Harmonische of melodische collecties van
pitch-class-sets kunnen geanalyseerd worden
met behulp van de pitch-class-set-theorie. Elke
combinatie van tonen kan uitgedrukt worden
in een pitch-class-set. Echter, deze combinatie
van tonen kan slechts als structureel worden
beschouwd als het in relatie staat tot een an-
dere combinatie van tonen door middel van
een of meer pitch-class-set-operaties (zoals de
bovengenoemde transpositie, inversie en mul-
tiplicatie; Schuijer 2008). Op deze manier zou
structuur kunnen worden aangebracht in de
op het eerste gezicht soms ongeordend lijkende
atonale muziek. De pitch-class-set-theorie is
tot op heden de meest gebruikte methode om
atonale muziek te analyseren.
Pitch-class-set-theorie heeft reeds een aantal
computationele toepassingen geinitieerd. Een
belangrijke motivatie voor het ontwikkelen van
computationele modellen is dat het de analyti-
sche routines binnen de pitch-class-set-theorie
vergemakkelijkt. Het is moeilijk om verschei-
dene composities met de hand te vergelijken:
studies op grote schaal vereisen een effectief
computationeel systeem dat met dit soort ana-
lyses om kan gaan.
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Szeto & Wong (2006) hebben een computatio-
neel model ontwikkeld dat patroonherkenning
realiseert. Het doel is alle instanties van een be-
paald patroon van pitch-classes te herkennen in
een database van muziek. De condities die aan
de herkenning van het patroon ten grondslag
liggen zijn afgeleid van de pitch-class-set-theo-
rie. Het model is gebaseerd op de grafentheorie.
Een stuk muziek wordt voorgesteld als een graaf
waarbij iedere noot gerepresenteerd wordt als
een knoop en de relatie tussen een paar noten
als een lijn. Waarnemingsaspecten van muziek
worden in acht genomen door ‘stream segre-
gation), een model betreffende de perceptieve
organisatie van muziek, te gebruiken bij de
herkenningscondities. Het model is toegepast
op Schoenbergs Klavierstiick, op. 11, nr. 1, en de
resultaten zijn vergeleken met muziektheoreti-
sche studies van hetzelfde stuk. Verschillende
auteurs hebben reeds gedemonstreerd dat de
TTI-equivalentieklasse — de equivalentieklasse
met betrekking tot transpositie en inversie —
van de set {0, 1, 4} veelvuldig gebruikt wordt
in dit stuk. Alle 216 TTI-equivalentie klassen
worden geteld en het blijkt dat de set {0, 1, 4}
in deze hoedanigheid het vaakst voorkomt, wat
de eerdere observaties van muziektheoretici
bevestigt.

De grafentheoretische aanpak kan worden
vergeleken met een analyse van de TTI-equi-
valentieklassen van {0, 1, 4} zoals gedaan door
Wittlich (1974). Voor een voorbeeld hiervan
verwijzen we naar Figuur 2 waarin een vergelij-
king gemaakt wordt tussen de pitch-class-sets
die gevonden zijn door de grafentheoretische
benadering van Szeto en Wong en de pitch-
class-sets gevonden door Wittlich in het begin
van Schoenbergs Klavierstiick, op. 11, nr. 1. Het
computationele model detecteert bijna alle
pitch-class-sets die door Wittlich gevonden
waren, en vindt zelfs meer sets dan die welke
door Wittlich zijn beschreven. Sommige van
de nieuw gevonden sets zijn mogelijk muzikaal
interessant. Het model suggereert op deze ma-
nier kandidaten voor verder onderzoek naar de
TTI-equivalentieklassen van {0, 1,4} in Schoen-
bergs Klavierstiick. De auteurs voorzien dat hun
model gebruikt gaat worden voor vergelijkend
onderzoek van composities van dezelfde of van
verschillende componisten, hetgeen inzich-
ten kan geven in de volgende vragen: (1) Hoe
worden pitch-class-sets gebruikt in een stuk
muziek?, (2) Kan er een specifiek gebruik van



pitch-class-sets door een bepaalde componist
ontdekt worden?, en (3) Zijn er bepaalde pitch-
class-sets die door post-tonale componisten
veelvuldig gebruikt worden?

Figuur 2
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Voorbeelden van de TTl-equivalentieklasse
van de pitch-class-set {0,1,4} in de eerste
drie maten van Schoenbergs Klavierstiick,
op. 11, nr. 1. De sets noten omgeven door
een aaneengesloten lijn zijn geidentificeerd
door de grafentheoretische benadering
van Szeto & Wong (2006). De sets noten
omgeven door een streepjeslijn behoren tot
Wittlichs analyse (1974). De gelocaliseerde
TTl-equivalentieklassen door Szeto & Wong
komen volledig overeen met die van Wittlich
in maat 2 en 3. De TTl-equivalentieklasse in
maat 1 verschilt slechts door een duplicatie
van pitch-class 11.

3 Modellen

Dat modellen nuttig zijn behoeft geen betoog.
Modellen gaan gepaard met abstracties, zoals
we bijvoorbeeld zagen in het bovengenoemde
onderzoek. Als we spreken over ‘pitch-classes’
in plaats van noten, wordt veel informatie over
noten weggelaten die in bepaalde gevallen van
groot belang is en in andere gevallen minder
belangrijk is. Een auteur die een model pre-
senteert dat bepaalde abstracties hanteert gaat
ervan uit dat de specifieke details minder be-
langrijk zijn dan het grotere beeld van het hele
model. Zo is de aanname dat de pitch-class een
goed model is voor een toon in een stuk atonale
muziek.

Er bestaan verschillende soorten modellen en
theorieén. Muziektheorie bevat verschillende
methoden die grofweg in twee groepen kunnen
worden verdeeld: enerzijds theorieén die expli-
ciet als doel hebben een bepaald muziekstuk te
analyseren, zoals bijvoorbeeld Schenkeriaanse
analyse (e.g. Schenker 1906) of analyse met be-
hulp van pitch-class-set-theorie (zie paragraaf
2.2; Forte 1973), en anderszijds theorieén die
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werken op een meer abstract en filosofisch ni-
veau. Theorieén die in de tweede groep vallen
gaan bijvoorbeeld over de grondslagen van de
muziek zoals toonladders en ander materiaal
waar muziekstukken op gebaseerd zijn. Er be-
staan vaak geen duidelijke verbindingen tussen
deze twee groepen theorieén. Mathematische
modellen van muziek komen voor in beide ca-
tegorieén maar bevinden zich doorgaans meer
aan de kant van het abstracte niveau.

We zullen hier een aantal voorbeelden noemen
van mathematische modellen in bovengenoem-
de categorieén. Zoals we gezien hebben, is de
pitch-class-set-theorie een duidelijk voorbeeld
van een mathematische theorie die het doel
heeft om een stuk muziek te analyseren. Een
andere mathematische theorie die analyse als
doel heeft is bijvoorbeeld de transformationele
theorie ontwikkeld door David Lewin (1987).
De transformationele theorie, die gebruikt kan
worden voor zowel tonale als atonale muziek,
definieert operaties op een mathematische
groep en kan op deze manier potentiéle mu-
zikale gebeurtenissen representeren. De resul-
terende analyses laten zien hoe een bepaalde
muzikale gebeurtenis getransformeerd wordt
in een andere. Een tak van de transformatio-
nele theorie is de Neo-Riemanniaanse theorie
die ontstaan is als antwoord op het probleem
om negentiende-eeuwse chromatische muziek,
zoals de muziek van Wagner en Liszt, te analy-
seren. Deze muziek is niet atonaal maar geba-
seerd op drieklanken, maar desondanks zijn de
analytische modellen bedoeld voor diatonische
muziek vaak niet geschikt voor deze muziek.
De Neo-Riemanniaanse theorie is gecentreerd
rond drie specifieke operaties op drieklanken.
Deze operaties worden gebruikt om tonen van
een drieklank te verschuiven naar een naast-
gelegen toon in de toonladder, terwijl tenmin-
ste een van de tonen gelijk wordt gehouden.
Met deze operaties kunnen akkoordovergangen
beschreven worden.

Naast deze analysetechnieken kan ook nog een
ander type onderzoek genoemd worden dat bin-
nen de eerste categorie valt, namelijk de studies
binnen de mathematische muziektheorie die
geinspireerd zijn door een muziektheoretische
uitdaging van een concreet stuk muziek of een
bepaalde muziekstijl. Voorbeelden hiervan zijn
de onderzoeken naar de perceptie van accenten
in twintigste-eeuwse muziek (Roeder 1995), de
relatie tussen toonhoogte en temporele proces-
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sen in een capriccio van Brahms (Lewin 1981),
en de ritmische structuur van de muziek van
Steve Reich (Cohn 1992).

Anders dan de eerste categorie, die zich direct
richt op muziekstukken of op een bepaalde stijl
of stroming, kan in de tweede categorie on-
derzoek gevonden worden dat zich meer richt
op de grondslagen van de muziek. Voorbeel-
den van de tweede categorie zijn bijvoorbeeld
modellen van toonladders (Carey & Clampitt
1989; Balzano 1980; Honingh & Bod 2005; Ag-
mon 1989; Clough & Myerson 1985; Clough &
Douthett 1991). Een aantal algemeen geldige
wiskundige eigenschappen van toonladders
zijn in kaart gebracht, vaak in termen van wis-
kundige groepentheorie. Dit is interessant om
een aantal redenen. Allereerst kan de definitie
van een toonladder hiermee preciezer gemaakt
worden. Ten tweede kunnen deze eigenschap-
pen worden gebruikt om nieuwe toonladders te
ontwikkelen. En als laatste kunnen deze eigen-
schappen nieuwe inzichten over muziek geven
en daarmee bijdragen tot de verklaring voor de
oorsprong van bepaalde toonladders. Balzano
(1980) heeft bijvoorbeeld onderzoek gedaan
naar groepentheoretische eigenschappen van
microtonale toonsystemen, en trekt het belang
van frequentieverhoudingen als verklaring
voor de oorsprong van het twaalftoonsysteem
in twijfel door te zeggen dat “it may well be that
the group-theoretic properties (...) were the
more perceptually important all along.”

Een ander voorbeeld van de tweede categorie is
het onderwerp stemmingen en intonatie. Niet al-
leen is wiskunde gebruikt om de stemmingspro-
blematiek in kaart te brengen, er is zelfs een flink
aantal alternatieve stemmings- en intonatie-
systemen ontwikkeld op basis van discrete wis-
kunde. Een aantal onderzoekers heeft zich afge-
vraagd welke alternatieven er zijn voor bijvoor-
beeld de zuivere stemming (Partch 1974/1949;
Yasser 1975) of de gelijkzwevende stemming
(Fokker 1955; Balzano 1980; Honingh 2006).
Ondanks het feit dat de modellen uit de tweede
categorie niet gemaakt zijn om een bepaald
muziekstuk te analyseren, kan een model uit
deze categorie soms toch met een muziek-
stuk geassocieerd worden. Dit is het geval als
een studie binnen de mathematische muziek-
theorie uitgaat van een algemene theorie die
toegepast wordt op een concreet stuk muziek.
Voorbeelden hiervan zijn een topologisch mo-
del van motiefanalyse toegepast op Schumanns
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Triumerei (Buteau & Mazzola 2008) dat de ka-
rakteristieke motieven van het stuk bepaalt, en
een topologisch model van het fenomeen ‘con-
sonantie en dissonantie’ dat analytische inzich-
ten geeft in Skrjabins Etude, op. 65, nr. 3. (Noll
& Volk 2005).

4 Uitdagingen

Het nieuwe tijdschrift Journal of Mathematics
and Music gaat ervan uit dat niet meer alle ba-
siswiskunde uitgelegd hoeft te worden aan het
begin van een artikel. Het tijdschrift veronder-
stelt een basiskennis van wiskunde zodat in de
gepubliceerde artikelen snel meer diepgang
bereikt kan worden. Dit is aan de ene kant na-
tuurlijk prettig, maar aan de andere kant komt
dit vakgebied op deze manier verder af te staan
van andere disciplines doordat sommige arti-
kelen voor veel mensen onbegrijpelijk zijn ge-
worden. En dat is jammer.

Verder wordt er soms kritiek geuit op het ma-
thematische karakter van onderzoek binnen
dit vakgebied. Sommige mensen lijken hele-
maal niet geinteresseerd in onderzoek dat zo
abstract is dat het niet meteen resultaten op-
levert. “Maar wat betekent dit dan?”, of “Dit
is zo algemeen dat het niets betekent”, of juist
“Dit is zo abstract dat het de werkelijkheid he-
lemaal niet goed weergeeft” zijn opmerkingen
die vaak gehoord zijn. Dit soort kritiek wordt
geuit op modellen en theorieén die zo nieuw
zijn dat het moeilijk is ze op waarde te schatten,
zoals de CQT-theorie. De CQT-theorie is, in
tegenstelling tot de pitch-class-set-theorie, nog
nauwelijks toegepast op muziekproblematiek.
Het model is gepresenteerd als een basis voor
vele mogelijke toepassingen. Echter, zonder
deze toepassingen kan het moeilijk zijn om de
waarde van het model in te schatten. Het model
abstraheert op veel gebieden van de muzikale
realiteit, en de waarde van abstracties wordt
vaak duidelijker in concrete toepassingen.

Een voorbeeld van onderzoek binnen de mathe-
matische muziektheorie dat algemene waarde-
ring kent, is het werk van David Lewin. Lewin,
de grondlegger van de transformationele the-
orie, werd en wordt geroemd door mensen uit
diverse vakgebieden en zelfs door de pers : het
in memoriam in de New York Times noemde
zijn invloed “buitengewoon.” (Rothstein 2003).
Wiskundige methoden komen nauwelijks voor
in het curriculum van de muziekwetenschappe-
lijke opleidingen. Zelfs de pitch-class-set-theo-



rie en de transformationele theorie, die toch
belangrijke analysemethoden zijn voor muziek,
zijn doorgaans geen gebieden waarin musico-
logen zich verdiepen, althans in Nederland en
de rest van Europa. In Amerika, echter, worden
steeds meer cursussen pitch-class-set-theorie
en transformationele theorie aangeboden bin-
nen de studie ‘music’ en soms zelfs binnen de
studie ‘mathematics’ Het zou voor wederzijds
begrip tussen wiskundigen en musicologen erg
helpen als dit soort cursussen ook buiten Ame-
rika aangeboden zouden worden.

Sommige communicatieproblemen lijken met
name te ontstaan door het hoge abstractieniveau
dat wiskundig onderzoek kan hebben. Een deel
van deze problemen zal zichzelf oplossen in
de tijd: goed onderzoek zal door de jaren heen
steeds meer geciteerd en uitgediept worden (zo-
als ook gebeurd is met de pitch-class-set-theorie)
zodat er een bredere context ontstaat waardoor
ook mensen met een mindere wiskundige ach-
tergrond hiermee kunnen werken.

Ter vergelijking: terwijl computationele metho-
den in onderzoek naar muziek al gebruikt wor-
den sinds de jaren vijftig, zijn deze lang onder-
vertegenwoordigd gebleven in dit vakgebied.
Een van de redenen hiervoor was dat de resul-
taten van het computationeel modelleren niet
overtuigend genoeg waren voor traditionele
musicologen om meer tijd te investeren in deze
methoden. Dit is de laatste decennia veranderd
door de massale digitalisering van muziek en de
hierdoor ontstane behoefte om deze informatie
te kunnen hanteren. Iets vergelijkbaars is voor
te stellen bij wiskundige modellen: deze zullen
meer geaccepteerd worden binnen muziekge-
relateerd onderzoek als de voordelen hiervan
duidelijker worden voor buitenstaanders. Ten
slotte, steeds vaker verschijnen er gezamenlijke
publicaties van wiskundigen en musicologen
(De Jong & Noll 2008; Dominguez & al. 2007;
Addessi & al. 2008), hetgeen de aanvaarding van
dit nieuwe vakgebied zeker ten goede komt.

5 Toepassingen

Op het gebied van computationeel modelleren,
was er in de jaren zeventig veel kritiek op de
modellen in de muziektheorie. Ze zouden niet
geimplementeerd kunnen worden omdat ze
niet precies genoeg waren (Patrick 1974; Alp-
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honce 1980; Vercoe 1971). Er was dus vraag
naar beter implementeerbare modellen, en wis-
kunde was hier duidelijk welkom.

Laten we naar de waarde van wiskunde binnen
de muziek kijken aan de hand van een aantal
(computationele) toepassingen. Aline Honingh
heeft een model ontwikkeld voor de geometri-
sche interpretatie van toonrelaties en ontdekte
dat toonstructuren zoals toonladders en ak-
koorden bijna altijd een convexe en compacte
vorm hebben in het Euler-rooster, zie Figuur 3
(Honingh & Bod 2005). Het Euler-rooster is
een tweedimensionaal rooster van tonen. Dit
rooster is bekend onder verschillende namen,
waaronder Euler-rooster, Oettingen-rooster,
Tonnetz en harmonisch netwerk. Dit rooster
en varianten hiervan zijn reeds eerder gebruikt
voor uiteenlopende doeleinden, onder welke
‘key-finding’ (Longuet-Higgins & Steedman
1987/1971), transformationele theorie (Lewin
1987) en microtonale toonsystemen (Balzano
1980). Het Euler-rooster is een geometrische
voorstelling waarbij geprobeerd is de afstand
tussen twee noten omgekeerd evenredig te la-
ten zijn met de consonantie van deze samen-
klank. Dus hoe dichter twee tonen op het roos-
ter zich bij elkaar bevinden, hoe consonanter
de samenklank is. Het Euler-rooster kan voor-
gesteld worden als rooster van frequentiever-
houdingen, nootnamen of pitch-classes. Het
Euler-rooster van frequentieverhoudingen is
oneindig in beide richtingen.” De roosters van
nootnamen en pitch-classes hebben door en-
harmonische equivalenties bepaalde randvoor-
waarden waardoor de roosters in een of twee
richtingen opgerold kunnen worden (Honingh
& Bod 2005). Doordat de verschillende Euler-
roosters geen isomorfe (een-op-een) afbeel-
dingen van elkaar vormen, kan een set noten
van een bepaald Euler-rooster op verschillende
manieren afgebeeld worden op een ander Eu-
ler-rooster. Het afbeelden van één Euler-rooster
op een ander Euler-rooster karakteriseert ver-
schillende onderzoeksgebieden in de muziek.
Zo verwijst het pitch-spelling probleem naar de
notatie van enharmonisch equivalente noten in
muziek: wanneer wordt pitch-class ‘1’ geschre-
ven (gespeld) als een C§ en wanneer als een Db?
Dit is equivalent aan het probleem hoe een set
pitch-classes van het Euler-rooster van pitch-

5 Indit geval zijn frequentieverhoudingen gebruikt die op te bouwen zijn uit machten van 2, 3 en 5. We spreken

bij dit systeem van frequentieverhoudingen over 5-limiet reine stemming.
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classes wordt afgebeeld op het Euler-rooster
van nootnamen. Dit probleem is bijvoorbeeld
van belang bij muzieknotatiesoftware die een
gespeelde melodie dient te noteren. Verder re-
presenteert de afbeelding van het Euler-rooster
van nootnamen naar het Euler-rooster van fre-
quentieverhoudingen een intonatieprobleem:
wanneer wordt een D (ten opzichte van een C)
geintoneerd als 9/8 en wanneer als 10/9?

Het resultaat dat toonstructuren meestal con-
vexe en compacte vormen beschrijven op het
Euler-rooster is gebruikt om deze problemen
aan te pakken. Bovenstaande genoemde onder-
zoeksproblemen blijken grotendeels opgelost
te kunnen worden door pitch-class-sets van
het ene Euler-rooster zoveel mogelijk convex
en compact af te beelden op het andere Euler-
rooster (Honingh 2008; Honingh 2009). Het
principe van convexe en compacte afbeeldingen
is verder gebruikt bij het automatisch vinden
van modulaties in muziek (Honingh 2007).
Anja Volk heeft het model ‘Inner Metric Ana-
lysis’ (interne metrische analyse) gebruikt om
verschillende aspecten te beschrijven van ritmi-
sche en metrische structuren in muziek (Volk
2008a,2008b). Het model heeft een algebraisch-
topologische basis. Voor elke noot wordt een
metrisch gewicht berekend dat het (metrische)
belang van deze noot in zijn context aangeeft,
gebaseerd op de detectie van noten met gelijke
tussenpozen (gemeten vanaf de nootaanzet) in
het stuk muziek. Deze aanpak stemt overeen
met eerdere muziektheoretische benaderingen
van metrische structuren in muziek (Yeston
1976; Lerdahl & Jackendoff 1983; Krebs 1999),
waarbij pulsen (welke uit noten met gelijke tus-
senpozen bestaan) een belangrijke rol spelen
om het metrische accent van een noot te be-
palen. Het berekenen van het metrisch gewicht
voor alle noten in een stuk muziek resulteert in
een metrisch gewichtsprofiel van het hele stuk
(zie het voorbeeld in Figuur 4). Dit profiel kan
metrische lagen in de muziek blootleggen die in
veel gevallen corresponderen met de metrische
lagen die de maatsoort aangeeft (zie Figuur 4
voor een voorbeeld in 2/4). Het model bepaalt
dus de interne metrische structuur die ontstaat
door de noten, in tegenstelling tot de externe
metrische structuur die gegeven wordt door de
maatsoort van een stuk muziek. Het model kan
onderscheid maken tussen enerzijds muziek-
stukken die een regelmatig ritmisch patroon
volgen, zoals ragtime-muziek (zie Figuur 4)
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waarbij het gemakkelijk is om de maat mee
te kunnen tikken, en anderzijds muziekstuk-
ken die een onregelmatige ritmische structuur
hebben, zoals Stravinsky’s Sacre du printemps
(zie Figuur 5). Zoals Figuur 5 laat zien, wordt
er geen enkele metrische laag onthuld door de
noten in de muziek, wat demonstreert dat er
geen consistente interpretatie van het stuk is
wat betreft maatsoort (Stravinsky verandert de
maatsoort van het stuk veelvuldig, soms zelfs
per maat). De metrische lagen van de ragtime-
muziek in Figuur 4 zijn echter in overeenstem-
ming met de typische metrische lagen van een
2/4-maat. Dit soort overeenstemming tussen de
interne en externe metrische structuur wordt
metric coherence genoemd, en lijkt overeen te
komen met het concept van metric consonance
zoals beschreven door Krebs (1999). Composi-
ties van Brahms, Schumann of Haydn worden
vaak gekarakteriseerd door metrische lagen van
de interne metrische structuur die niet over-
eenstemmen met de genoteerde maatsoort,
wat aangeeft dat de componist met opzet een
discrepantie heeft gecreéerd tussen de noten en
het abstracte rooster van maatstrepen. In Volk
2008a wordt een analyse door David Lewin van
Anton Weberns Variationen, op. 27, vergeleken
met de gewichtsprofielen volgens de Inner Me-
tric Analysis. De vergelijking laat zien dat het
model een formalisatie van Lewins gedachten
oplevert: het stuk kan makkelijker volgens een
3/8 worden geinterpreteerd hoewel het in 2/4
genoteerd is. Vergelijkingen van de metrische
lagen met resultaten van luisterexperimenten
hebben de cognitieve relevantie van het mo-
del gedemonstreerd (Volk 2008b). Het model
is verder gebruikt om dansmuziekpatronen
(Chew & al. 2005) en volksliedjes (Volk & al.
2007) te classificeren aan de hand van ritmi-
sche gelijksoortigheid, en om stabiele segmen-
ten binnen muziekstukken te vinden (Volk &
Chew 2008).

Andere toepassingen binnen de muziek die
hebben geprofiteerd van een mathematische
aanpak zijn bijvoorbeeld key finding,
segmentatie en similarity. Bij key finding
gaat het om het automatisch vinden van de
toonsoort van een muziekstuk of van een
deel daarvan. Dit probleem is onder andere
succesvol aangepakt met een geometrisch
model (Chew 2000; Longuet-Higgins &
Steedman 1987) en met Bayesiaanse principes
(Temperley 2007). Bij segmentatie is het doel



25/18 25/24 25/16  75/64 225/128

40/27 10/9 5/3 5/4  15/8

32/27 16/9 4/3 1 32 9/8

256/135 64/45 16/15  8/5 6/5 9/5
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45/32 135/128

27/16  81/64

27/20  81/80

256/225 128/75 32/25 48/25 36/25 27/25

F# C# G# D# A#

Eb Bb F

Cb Gb Db Ab Eb Bb F

Ebb  Bbb Fb Cb Gb Db
6 1 8 3 10
7 2 9 4 11 6 1
3 10 5 0 7 2 9
11 6 1 8 3 10 5
2 9 4 11 6 1
Figuur 3

Euler-rooster van (a) frequentieverhoudingen, (b) nootnamen en (c) pitch-classes. In afbeelding (a) is

de diatonische majeurtoonladder ingetekend die een convexe figuur beschrijft in deze ruimte.

een muziekstuk automatisch te segmenteren
in perceptief logische groepen. Net zoals
tekst gesegmenteerd kan worden in zinnen
en bijzinnen, zo kan muziek gesegmenteerd
worden in frases en subfrases. Verschillende
soorten technieken worden hiervoor gebruikt,
waaronder statistische methoden toegepast op
experimentele data (Bod 2002; Spiro 2007).
Similarity, ofwel gelijkenis of gelijksoortigheid,
ten slotte, is een ruim begrip dat betrekking kan

hebben op verschillende muzikale entiteiten,
van ritmes en melodieén tot pitch-class-
sets. Gelijksoortigheid van melodieén heeft
belangrijke implicaties voor bovengenoemde
segmentatie (Cambouropoulos 2006), maar
ook voor het gebied van Music Information
Retrieval, om het automatisch zoeken naar
melodieén binnen een groot corpus mogelijk te
maken (Volk & al. 2008; Garbers & al. 2007).
Verder zijn er verschillende mathematische
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Figuur 4

Metrisch gewichtdiagram van Scott Joplins Nornpareil Rag met een regelmatig patroon: hoe
hoger de lijn, hoe groter het gewicht van de corresponderende noot. De van donker naar licht
overlopende grijze achtergrond correspondeert met de maten zoals aangegeven in de partituur.

sl s,

Figuur 5

Metrisch gewichtdiagram van Igor Stravinsky's ‘Danse Sacrale’ (uit de Sacre du printemps), met

een onregelmatig ritmisch patroon.

formules ontwikkeld om de mate van gelijkenis
van pitch-class-sets aan te duiden (Isaacson
1990; Morris 1980; Rahn 1980; Rogers 1999),
die op hun beurt weer gebruikt zijn voor
verschillende doeleinden, onder andere voor
classificatie (Quinn 2001).

Alle bovengenoemde toepassingen zijn voor-
beelden van gemodelleerde cognitieve proces-
sen. Het zijn als het ware ‘taken’ die mensen
goed kunnen, maar waarvan het heel lastig is
om precies te noteren wat er gebeurt. Neem
als voorbeeld het segmenteren van muziek in
frasen. De meeste mensen, zeker degenen die
muzikaal geschoold zijn, doen dit automatisch
goed, op hun gevoel. Het is echter heel lastig
om dit proces in een set regels of mathemati-
sche code op te schrijven. Maar als we dit toch
proberen te doen, zal een succesvol model niet
alleen heel waardevol zijn voor het automatisch
segmenteren van muziek, maar ook inzicht
kunnen geven in de cognitieve aspecten die een
rol spelen bij het menselijke muzieksegmen-
tatieproces. Verder kunnen de inzichten in de
cognitieve processen weer dienen als een nieuw
beginpunt voor een (mathematisch) model.

6 Afsluitende opmerkingen

Mathematische muziektheorie is een onderzoeks-
gebied waarin zeer diverse wiskundige technieken
gebruikt worden, onder andere statistische me-
thoden, groepentheorie, geometrische modellen,
getaltheorie en topologie. Het vakgebied is niet
homogeen wat betreft de muzikale toepassingen:
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er zijn enerzijds abstracte modellen die theore-
tiseren over de basiselementen van de muziek, en
anderzijds modellen die direct geinspireerd zijn
door concrete stukken muziek.

Ondanks het gegeven dat er soms kleine com-
municatieproblemen zijn tussen enerzijds de
meer wiskundig georiénteerde en anderzijds de
meer musicologisch georiénteerde onderzoe-
kers, lijkt het vakgebied mathematische muziek-
theorie steeds meer erkenning en waardering te
krijgen. Terwijl traditionele muziektheorie zich
meestal richt op het bestuderen van een bepaal-
de muziekstijl of een specifieke vraag, heeft ma-
thematische muziektheorie vaak als doel meer
algemeen geldende theorieén op te stellen het-
geen tot een beter begrip van muziek en muziek
maken en beluisteren kan leiden. De kracht van
wiskunde in muziekgerelateerd onderzoek is in
de eerste plaats dat op deze manier zaken heel
precies geformuleerd kunnen worden, in de
tweede plaats dat een wiskundig geformuleerde
theorie implementeerbaar is in computationele
modellen die onder andere automatische ana-
lyse van muziek mogelijk maken, en in de derde
plaats dat hierdoor mogelijk meer inzicht ver-
kregen kan worden in cognitieve processen die
met muziek samenhangen.

De voorbeelden van gecombineerd wiskundig
en muziekgerelateerd onderzoek die genoemd
worden in dit artikel zijn nog maar het begin
van wat allemaal mogelijk is in deze onder-
zoeksrichting. Dit eeuwenoude vakgebied lijkt
nog een grote toekomst te hebben.



(Aline Honingh promoveerde in 2006 aan de
Universiteit van Amsterdam. Sindsdien was ze
werkzaam bij de Music Informatics Research
Group aan de City University London en bij het
Institute for Logic, Language and Computation
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